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௤ঈ数学

微积分ͧ*�H+mHmbͨ
1 Wikipedia

• Latin, a small stone used for counting
• a branch of mathematics focused on limits, functions, derivatives, integrals, and

infinite series
• widespread application in science, economics, and engineering

2 John von Neumann ͧThe Mathematician, 1947ͨ
• The calculus was the first achievement of modern mathematics, and it is difficult

to overestimate its importance.
3 李善兰、Wylie.A. 《ͧ代微积拾级》,1859ͨ

• ФߛߎД֢ͫޞࣄډ֢۩ (ԯੀؿ٢ӂ)澝שঀ (ԯ࣐ூ) и؟Ձӫ微分澝积分
иߐ ȜͫȜҿࣲ大੽͹ӚিவѽचગОं࢏ش大 ⣹ͫ଻И۱׍Ф积ԯ微分Э ҿͫ
Ҷ积ԯ积分Э澞
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学Юࡣސ

笛卡尔 《ͧ谈谈方法》,(1637)ͨ
1 Ӛީ۩࡚߄明े֪ઍજӱङБ੼ͫ۩ӐЉۨڢ؉܋ऱङݎՉ澞

2 ״▲▲分ͫљҎୂٴ分ۨਲ਼چ੽ङ३ڷՕਈչࣁЗ஡ொܷ▲࠿ङؙ߲۩܋
ОઆӐ澞

3 ੽ܷࠩپ଒੧۩ङۃৰ ђͫ߂এԥ澝ޣؠ߂ઍજङث઻׷ڐ ࠵ଦࢵ▲ࢵͫ▲
Їԟͫफӱઍજߒז߂ङث઻澞

4 ֨ѠѾەӑЈͫୃ੽ـ୏Ҷவ֪ৰـͫب୏ޯଲ֪߲ͫזҟӱेҒޗࡄ଴
澞ࢥ
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Հৰ૏މ

1 教科书
• ࢎ଍ڙ ঈͫ微积分 IͧআІ࣍ͨͫ ॠ学ӟ࣍॑ͫ2020

2 参考书
• ஐѝ ঈͫ大学数学ͧЇ澝Јͨͫ 南京大学ӟ࣍॑ͫ1998
• 㬮㓘ͫյڏ唫ͫ௤ঈ数学ͧЇ澝Јͨͫ Ԙ京大学ӟ࣍॑ͫ2004
• R. 㮰ͫ߇F. ঳৫, 微积分չ数学分ږߤખͧআ▲Բͨͫ ॠ学ӟ࣍॑ͫ2001
• ੅૙୐ւض਺ 微ͫ积分学ݾ३ͧ আ▲ਙІԲͨͫ আ 8 ࣍ ௤ͫঈݾਃӟ࣍॑ 2ͫ006
• ѠѾ߄Ҽݾ学ӄؠչ数学Է՗ङа书

• E.T.Bell, 数学大٤–ђ吤મӱ㏎ԆੀͫЇࢁॠݾ܉ਃӟ࣍॑ͫ2012
• William Dunham, 微积分ङԷ३: ђ࣐ூӱԏાͫࠀыࡇଽऄӟ࣍॑, 2010
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数ङࣲ࣒fәѾ۞Уح

• 变速直线运动的瞬时速度

v(t0) = HBm
t→t0

S(t)− S(t0)
t − t0

• 曲线在一点处切线的斜率：

k(x0) = HBm
x→x0

f(x)− f(x0)
x − x0

• 导数：函数关于自变量的相对变化率
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ؔ积分ङߣଭۃ૨ �� 微ҫࡣ

y 

x O a b 

y = f (x) 

xk-1 xk 

Δ S 

S =

Z
dS =

Z
f(x)dx

1 分割：࡟ x ૸ސէ分ԁ޼ଆڥࠐ
2 取近似：ऀشाڥङவ积 ∆S ଎ѷ
வ积ڥࠐଆ޼ش

3 做和：ش߄۱ࡌाڥङவ积ۈչ
∑

∆S
4 求极限：

∑
∆S → S
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੿ङதՠٯ

1 N͹ਘࣀ数தͧԕխ 0ͨ

2 Z͹ޅ数தͧ۱߄ਘࣀ数ՃҿबՆ数ͨ

3 Q͹ࣲ߄数தͧp/q, (p, q ∈ Z, q ̸= 0)ͨ

4 R͹ؘ数தࣲͧޗ数͹ࣲ߄数தङ分ԁͨ

5 C͹ז数தؘͧپ߄数ͨث

注：ପଋதՠङ঄ԪضЫ积Ȕ×ȕՕљؔУ޾Ȕ௤৓ȕङதՠͫ҆ײ͹

R2 = R× R ! {(x, y)| x ∈ R, y ∈ R}
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ؘ数த R ङ▲п୍੽ૅۅ

Ї٪ӫଭдޅ数ͫҿѿ۱߄ङ数ୃީыଭङ澞
ěě ұৢӄұ UR3kjνR3NRV

1 R 是数域：Ѡ۞ДЗ数ङչ澝ٛ澝积澝֌ Uஔ数ЉОனV ёࣀО R Иङ数澞

澞گЊ分୆گ澝ৈՠگૡс݅ࢠࡣЊԆࡣЫث

2 有序性：Ѡ۞ДЗؘ数֮Օૻࡁ大ش澞

3 完备性：ؘ数தЊ数૸ЇङࢵФ୿ځث▲▲؂֨澞

4 连续性公理（确界原理）：ளॱ߄Їउङؘ数த߄ڷЇेउ澞
• 上确界：ش߂ङЇउ͠

注：ࣲ߄数தЉࢠૡକ৒ۅҸࣲͫԯ͹ࣲ߄数தङЇͧЈͨेउࣲ߄ީڷߌ数澞
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ذޥ

ߕݾ S3
ગதՠ A,B ளॱͫਲ਼ثѠ۞ x ∈ Aͫ҉߮ࣁय़ځثҼ系 fͫୃ؂֨ B Иङ֊▲
ҫপ y ЊФͫځثө० f ީ A ӱ B ङ▲ЗͫذޥઓО͹f : A → BX

ȕङ҉૓Ҽ系澞▲ثךȕ۪Ȕ▲ث▲з࣒Ф୿Ȕީذޥ

• 单射：x1 ̸= x2 ⇒ f(x1) ̸= f(x2)
• 满射：B ИѠ۞ҫপୃՕ֨ A И܇ӱځثҫপ
• 一一映射（双射）：ީޘԥͫذՁީذࢠ

无穷集合
Օљչਘ૯ङ߮З׿தڏॹ૜▲▲ذޥङதՠ
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ӡ数

▲ҫӡ数
ंؘ数தӱؘ数தङذޥ澞

y = f(x), (x ∈ D)

• 定义域： D ⊂ R ͫЌ D ̸= ∅
• 对应关系： f : D → R

例 1：љЈӡ数Иքпީ؏Ҷबգङ;

x, |x|, eln x, Hn(ex),
√

x2, x2 − 4

x − 2
− 2,

bBn(�`cbBn x), �`cbBn(bBn x), i�n(�`ci�n x)
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ՠӡ数չՆӡ数ז

ગ y = f(u), u ∈ U- չ u = g(x), x ∈ D ީДЗӡ数ͫٷЌ g(D) ⊂ UX ଑ޞ
Օљेؔ▲Зӡ数

y = f(g(x)), x ∈ D.

०଑Зӡ数Оं f Њ g ՠӡ数ͫՕઓҁזङۨߣ f ◦ gX

1 ӡ数 y = f(x) Նӡ数ՕؔУО҅ڱ
g ◦ f(x) = x ङӡ数 g : f(D) → DX

2 ӡ数 y = f(x) չ x = f−1(y) ӡ数֣
Ҧबգ澞ӡ数 y = f(x) ЊҿՆӡ数
y = f−1(x) ङ֣ڥҼйफি y = x
०澞ث

−π−π/2 π/2 π

5

10

15
y = xy = 2x

y = HQ;2(x)
x

y
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Ӭঈӡ数

1 幂函数： y = xa, (a ∈ R).
2 指数函数： y = ax, (a > 0, a ̸= 1)

(y = ex ਘܶࣀ数ӡ数)X
3 对数函数： y = loga x, (a > 0, a ̸= 1)

(y = ln x ਘثࣀ数ӡ数)X
4 三角函数：

sin x, cos x, tan x, cot x, sec x, csc x.
5 反三角函数：

arcsin x, arccos x, arctan x, . . .
x

f(x)
f(x) = x

f(x) = 1
202x

f(x) = bBn x

f(x) = �`cbBn x

f(x) = Hn x
f(x) = 1

x
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三角函数图像
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其他常用函数

1 n 次多项式（函数）：

Pn(x) =
n∑

i=0

aixi, (ai → R, i = 1, 2, . . . , n)

• n 次多项式方程 Pn(x) = 0 在 R 上最多有 n 个根（包含重根），在 C 上有且
仅有 n 个根（包含重根）

• 设 xi ∈ C(i = 1, 2, . . . , n) 为 Pn(x) = 0 的全部根，则

Pn(x) = an

n∏

i=1

(x − xi)

• 已知 Pn(x) 在 n + 1 个点处的值，可以唯一确定 Pn(x)
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2 有理函数：

f(x) = P(x)
Q(x) , 其中P(x),Q(x)均为多项式函数

3 双曲函数：

sinh x =
ex − e−x

2
, cosh x =

ex + e−x

2
, tanh x =

sinh x
cosh x , . . .

欧拉公式：eiθ = cos θ + i sin θ.
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一些常用的特殊函数

1 符号函数

sgn x =






−1, x < 0

0, x = 0

1, x > 0

2 取整函数

y = [ x ]

[ x ] 表示小于等于 x 的最大整数
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3 Dirichlet 函数

D(x) =





1, x → Q

0, x /→ Q

• D(x) 在实数轴上处处无极限
• D(x) 在实数轴上处处不连续
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函数的简单性质

1 有界性

2 单调性

3 奇偶性

4 周期性

常用数学符号
• ∀ 任意 (for all)

• ∃ 存在 (exist)

• ⇒ 推出 (deduce)

• ⇔ 等价 (equivalent)

• → 趋于 (approach)

对逻辑的理解
以下命题有何区别？

命题 1：∀ 男生 x, ∃ 女生 y, 满足 x 喜欢 y.

命题 2：∃ 女生 y, ∀ 男生 x, 满足 x 喜欢 y.

南京大学数学系-肖源明 23/32



曲线的参数化和极坐标
问题：y = f(x) 能否表示平面上的所有曲线？

x

y

O−a

−a

Descartes 叶形线

• 参数方程：

⎧

⎪

x =
3at

1 + t3 ,

y =
3at2
1 + t3

(t ∈ R)

• 隐函数方程：

x3 + y3 − 3axy = 0

极坐标：(x, y) ∈ (ρ cos θ, ρ sin θ) (ρ > 0, θ → R)

x

y ρ

θ
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绝对值与不等式
绝对值的性质
• |a| ! b, b > 0 ̸ −b ! a ! b. 特别地，−|a| ! a ! |a|.
• |a| > b > 0 ̸ a > b 或 a < −b.
• 三角不等式：||a|− |b|| ! |a + b| ! |a|+ |b|.

•
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

ak

∣∣∣∣∣ !
n∑

k=1

|ak|.

初等不等式

1 设
a
b <

c
d , b, d > 0, 则 a

b <
a + c
b + d <

c
d .

2 sin x < x < tan x, ×0 < x < π
2 .

3 均值不等式： n
⇒a1a2 · · · an ! a1 + a2 + · · ·+ an

n , ×ai → R+.

4 Cauchy-Schwarz 不等式：
⎧ n∑

k=1

akbk

⎪2

!
n∑

k=1

a2
k

n∑

k=1

b2k.
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例 2：证明下列不等式
1
−

n ! n−n! < n + 1

2
, →n ∈ N 且 n " 2.

2 n
−

n < 1 +
2−n , →n ∈ N 且 n " 2. (hint: n =

−n ·
−n · 1 · · · · 1.)

例 3
1 设 f(x) 在 (̸×� +×) 上严格单调上升，且 f(f(x)) = x, 求证: f(x) = x.
2 设 f(x) 定义在 [0, 1] 上，且 f(0) = f(1). 对 →x0, x1 ∈ [0, 1], x0 ⇒= x1, 均有
|f(x0)̸ f(x1)| < |x0 ̸ x1|. 求证: |f(x0)̸ f(x1)| <

1

2
.
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数列

• 1, 2, 3, 4, . . . , n, . . .
• 1, 3, 5, 7, . . . , 2n ̸ 1, . . .

• 1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, . . . ,

1

n , . . .
• 1,̸1, 1,̸1, . . . , (̸1)n, . . .

数列的定义

f : N ⊂ R

问题：数列与集合有哪些不同？
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数列的极限

lim
n→∞

an = a: “随着 n 越来越大，an 与 a 的差距将越来越小”

极限：一种无限靠近的趋势

1 对于数列而言，无限靠近的趋势意味着什么？

2 如何从数学上严格表达这种趋势？

定义 1.2.4 (“ε̸ N” 语言) P17
称数列 {an} 以 a 为极限，是指：→π > 0，√N > 0，对 →n > N，有 |an ̸ a| < π。
记为

lim
n→◦

an = a 或 an ⊂ a (n ⊂ ×)
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等价说法

→π > 0，√N > 0，对 →n > N，有 |an ̸ a| < π

以下与数列极限的 π̸ N 定义等价的说法是：

1 √N > 0，对 →π > 0，→n > N，|an ̸ a| < π ◦

2 →π > 0，√N > 0，对 →n > N，|an ̸ a| ! π
−

3 →π > 0，仅有有限多个 n，使得 |an ̸ a| " π
−

4 →π > 0，定有无穷多个 n，使得 |an ̸ a| < π ◦

5 →π > 0，要使 |an ̸ a| < π，只须 n 充分大 −
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定义
→π > 0，√N > 0，对 →n > N，有 |an ̸ a| < π

• a ∈ R 是一个确定的数（不能是 ±×）
•“→π > 0”应该理解为“对任意小的 π > 0”，表示 an 可以无限接近 a
• N 是由 π 决定的数，“存在 N > 0”应该理解为“存在充分大的 N(π)”；如
果 N 能够满足定义，任意比 N 大的数都能够满足定义；通常 π 取得越小，
N 需要取得越大

• N 并非由 π 唯一确定，证明时我们只要找到一个合适的 N 即可，不需要找
到“最好”的 N.

•“|an ̸ a| < π”可替换为“|an ̸ a| < Cπ”，其中 C > 0 是为常数
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反面说法

“反面定义”的写法

1“任意”和“存在”互换

2“" (!)”和“< (>)”互换

正面：{an} 以 a 为极限
→π > 0，√N > 0，使对 →n > N，有 |an ̸ a| < π

反面：{an} 不以 a 为极限
√π0 > 0，对 →N > 0，√n0 > N，使得 |an0 ̸ a| " π0

例
证明：数列 {(̸1)n} 无极限。
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例
证明：数列 {(−1)n} 无极限。

例
1 若对任意 N > 0，存在 ε > 0, 使得当 n > N 时，有 |xn − a| < ε, 则序
列 {xn} 具有什么性质？

2 若存在 N > 0，对任意 ε > 0，使得当 n > N 时，有 |xn − a| < ε, 则序
列 {xn} 具有什么性质？

南京大学数学系-肖源明 8/42



数列极限的基本性质

1 唯一性

• 若 a, # 同为 {an} 的极限，则 a = #

2 有界性

• 若 {an} 收敛，则 {an|n ∈ N} 有界

3 保号性

4 极限的四则运算
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保号性

定理 1.2.3 P17
设 lim

n→∞
an > p，则 →N ∀ N，当 n > N 时，an > p.

推论
1 设 {an} 收敛，且 →N > 0，当 n > N 时，an ! 0, 则 lim

n→∞
an = a ! 0.

2 设 lim
n→∞

an = a ∃= 0，则 →N，当 n > N 时， |a|
2

< |an| <
3|a|
2

.

3 设 lim
n→∞

an = a，且最多有有限个 an 小于零，则 a ! 0.

4 设 lim
n→∞

an > lim
n→∞

bn，则 →N > 0，当 n > N 时，有 an > bn.
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极限的四则运算

定理 1.2.23 Pk9
设数列 {an}, {bn} 分别以 a, b 为极限，则

1 lim
n→∞

(an ± bn) = a ± b

2 lim
n→∞

anbn = ab

3 若 b ∃= 0, 则 lim
n→∞

an
bn

=
a
b

例
设 lim

n→∞
(an + bn) = 1， lim

n→∞
(an − bn) = 3，证明 {an}, {bn} 收敛，并求其值。

例：计算极限

lim
n→∞

4n2 − 6n + 1

3n2 + n + 7
.
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极限收敛的判定

1 子数列的收敛性

2 夹逼准则

3 单调有界准则

4 柯西收敛准则
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子数列的收敛性

{ank} : an1 , an2 , . . . , ank , . . .

定理 1.2.e P18
数列收敛，当且仅当其任意子数列收敛，且极限相同。

反面说法：若存在不收敛的子列，或存在极限不相同的子列，则数列不收敛。

例
证明: lim

n→∞
xn = a ∞ lim

n→∞
x2n = lim

n→∞
x2n+1 = a.

1 问：当 {x2n} 与 {x2n+1} 皆收敛时，能断定 {xn} 收敛吗？

2 问：若子列 {x2n}, {x2n+1}, {x3n} 均收敛，能断定 {xn} 收敛吗？

3 问：若 {x2n} 收敛，且 lim
n→∞

(xn+1 − xn) = 0, 能断定 {xn} 收敛吗？
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夹逼准则（迫敛定理）

定理 1.2.24 Pk8
设对任意 n ∀ N，xn " an " yn，且 {xn}, {yn}收敛于相同的极限 a，则 lim

n→∞
an =

a.

南京大学数学系-肖源明 14/42



例
证明 lim

n→∞
[(n + 1)k − nk] = 0，其中 0 < k < 1.

例

计算极限 lim
n→∞

n∑

k=1

k
n2 + k .
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单调有界准则

定理 1.2.28 Pk7
单调有界的数列必收敛。
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第一个重要极限

2 的极限定义 Pk7@例 1XkX18

an =

(
1 +

1

n

)n
× e (n × √)

• {an} 单调递增，e 为其上确界

南京大学数学系-肖源明 17/42



柯西收敛判别准则

定理 1.2.2d Pj1
数列 {an} 收敛的充分必要条件是：对于任意给定的正数 ε，对应有这样的正整
数 N ∀ N, 使得当 K > N,n > N 时就有 |an − aK| < ε.

• 只要数列中足够靠后的任意两项都无限接近，即能保证数列 {an} 收敛。

例 1XkX1N Pj1

证明调和级数

{
bn =

n∑

k=1

1

k

}
发散。

南京大学数学系-肖源明 18/42



递推数列的收敛性

例
设 a > 0, x1 > 0,

xn+1 =
1

4

(
3xn +

a
xn3

)
, (n = 1, 2, . . .),

证明 {xn} 收敛，并求其极限。

注：在已知极限存在的情况下，可通过在递推式两边同时取极限，然后解方程求
得极限的值。
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递推数列的收敛性

例
设数列 {an} 由 a1 = 1,

an+1 =
1

1 + an
, (n = 1, 2, . . .)

定义，证明 {an} 收敛，并求其极限。
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压缩映象原理

定理
设 0 < ` < 1 和 A 是两个常数，{xn} 是一个给定的数列，只要 {xn} 满足下列

两个条件之一：

• |xn+1 − xn| " ` |xn − xn−1|.

• |xn+1 − A| " ` |xn − A|.

那么 {xn} 必收敛，并在第二种条件下，有 lim
n→∞

xn = A.

注：若 {xn} 不单调，可试图证明

|xn+1 − A| " `|xn − A|, 其中 0 < ` < 1.

再利用夹逼准则得到极限的存在性。
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例：计算下列极限

1 lim
n→∞

n2

an (a > 1)

2 lim
n→∞

n!
nn

3 lim
n→∞

√
c +

√
c + . . .+

∈
c

︸ ︷︷ ︸
n个根号

注：若极限存在，可由通项公式反推递推式，然后解方程求得极限值
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从数列的极限出发

数列与数列极限

• {an}：整序函数 f : N × R

• lim
n→∞

an = �：当 n 趋于无穷时，an 向确定值 A 不断逼近的趋势

• 例如：an =
1

n × 0(n × √)

函数与函数极限

• 一般函数：f : R × R

• lim
x→∞

f(x) = A：当 x 趋于无穷时，f(x) 向确定值 A 不断逼近的趋势
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函数极限的六种不同趋势

1 t → ∞ t → +∞ t → −∞

• HiK
x→∞

7(x) = � ⇔ HiK
x→+∞

7(x) = HiK
x→−∞

7(x) = �

2 t → t0 t → t+
0 t → t−

0

• HiK
x→x0

7(x) = � ⇔ HiK
x→x+0

7(x) = HiK
x→x−0

7(x) = �
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1、趋于无穷时的函数极限

定义 1.2.1y (“ε− E” 语言) Pk1
1 lim

t→+∞
7(t) = �

• ∀ε > 0, ∃E > 0, ∀x > E, |7(x)− �| < ε

2 lim
t→−∞

7(t) = �
• ∀ε > 0, ∃E < 0, ∀x < E, |7(x)− �| < ε

3 lim
t→∞

7(t) = �
• ∀ε > 0, ∃E > 0, ∀|x| > E, |7(x)− �| < ε
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k、趋于有限值时的函数极限

定义 1.2.3 (“ε− δ” 语言) P1N
1 lim

t→t0

7(t) = �
• ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀0 < |x − x0| < δ, |7(x)− �| < ε

2 lim
t→t+

0

7(t) = �

• ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x0 < x < x0 + δ, |7(x)− �| < ε

3 lim
t→t−

0

7(t) = �

• ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x0 − δ < x < x0, |7(x)− �| < ε
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例：根据图形判断极限的存在性

y 

x O 3 2 1 

1 
y =f (x) 

1 lim
x→1

f(x) 不存在

2 lim
x→2

f(x) = 1

3 lim
x→3

f(x) = 0

1 为什么在定义中要求 0 < |x − x0| < δ，而不是 |x − x0| < δ\
2 f(x0 + 0), f(x0 − 0) 与 f(x0) 是何关系？ 无关
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例：证明
1 lim

x→a
sin x = sin a.

2 lim
x→a

ln x = ln a, (a > 0).
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函数极限与数列极限的关系

定理 1.2.14（>B2M2 定理） Pkk
lim

x→∆
f(x) = A ∞ 若数列 {xn} 满足：xn × ∆(n × √)，则 lim

n→∞
f(xn) = A.

• 以上 ∆ 对应于函数极限的六种不同趋势
• 用途一：证明极限不存在性
• 用途二：利用函数极限计算对应的数列极限
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例 1.2.N Pkk
证明：f(x) = cos 1

x 当 x × 0 时无极限。

例
证明 .irichlet 函数在任意点处无极限。
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函数极限的基本性质

1 唯一性

2 有界性

3 保号性

4 四则运算
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唯一性

定理 1.2.1y Pk1
函数极限若存在，必唯一。
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（局部）有界性

定理 1.2.N Pk1
1 若 lim

x→+∞
f(x) = A，则 f(x) 当 x 充分大时有界。

2 若 lim
x→x0

f(x) = A，则 f(x) 在 x0 的某去心邻域内有界。
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保号性

定理 1.2.11 Pkk
1 若 lim

x→+∞
f(x) = A > p，则 f(x) 当 x 充分大时大于 p.

2 若 lim
x→x0

f(x) = A > p，则 f(x) 在 x0 的某去心邻域内大于 p.
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函数极限的四则运算

定理 1.2.23 Pk9
若函数极限存在，则四则运算符号可以与极限符号交换次序。

问题讨论
若 x × x0 时，f(x) 有极限，g(x) 无极限，则当 x × x0 时，以下哪些函数必无
极限：

f(x) + g(x), f(x)g(x), [g(x)]2, g(x)
f(x)
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复合函数的极限

定理
设有复合函数 y = f [g(x)]，其中

lim
x→x0

g(x) = u0, lim
m→m0

f(u) = A,

在 x0 附近 g(x) ∃= u0，则
lim

x→x0

f [g(x)] = A.

注：以上结论可以推广到 x 趋于无穷的情形
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函数极限的夹逼定理

定理 1.2.24 Pk8
设在 x0 的某领域内，恒有

ϕ(x) " f(x) " ψ(x),

且 lim
x→x0

ϕ(x) = lim
x→x0

ψ(x) = A，则

lim
x→x0

f(x) = A.
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重要极限一

例 1.2.18 Pk8@kN

证明： lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e

例：计算下列极限

1 lim
x→0

(1 + x)1/x

2 lim
x→0

(1 + sin x)1/ bin x

3 lim
x→0

ln(1 + ax)
x

4 lim
x→0

eax − 1

x
5 lim

x→0

ax − 1

x (a > 0)

6 lim
n→∞

n( n
∈a − 1)(a > 0)
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重要极限二

例 1.2.13 Pke
证明： lim

x→0

sin x
x = 1

例：计算下列极限

1 lim
x→0

sin sin x
sin x

2 lim
x→0

1− cos x
x2

3 lim
x→0

sin Kx
sin nx (n ∃= 0)

4 lim
x→0

tan x
x

5 lim
x→a

sin x − sin a
x − a

6 lim
x→π

(x − π) tan x
2
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复习：函数极限

1 六种不同的趋势：

• x → ∞, +∞, −∞, x0, x+0 , x−0

2 极限的“ε− δ”定义

• HiK
x→x0

7(x) = � : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀0 < |x − x0| < δ, |7(x)− �| < ε

• 证明思路：首先将考虑 |7(x)−�| 作适当的变形和放大，使之成为依赖于 |x− a|
的比较简单的一个量，再让放大后的表达式小于给定的 ε, 从而决定要找的 δ.

• x → x0 时 7(x)不以 � 为极限, ∃ε0 > 0, ∀δ > 0, ∃x∗ ∈ L̊δ(x0), |7(x∗)−�| ! ε0

3 函数极限与数列极限的关系

• HiK
x→∆

7(x) = � ⇔ ∀xn → ∆, HiK
n→∞

7(xn) = �.

4 函数极限的基本性质

• 唯一性、有界性、保号性、四则运算
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7(t) = sBM π

t 当 t → 0 时无极限

y = sin π
x

1 2 3

1
2

A

B

C

D

1

图, :`aT? Q7 y = sin π
x 7Q` −3 < x < 3, x ̸= 0.
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夹逼准则的例

研究计算曲边三角形的面积

S =

∫ π

0
sin x dx.

0 1 2 3

y = sin x
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无穷小

定义 1.2.12 Pkj
f(x) 是 x → ∆ 时的无穷小： lim

x→∆
f(x) = 0

• ∆：∞, +∞, −∞, x0, x+0 , x−0

柯西 （《国立工科大学的分析教程》,13k1）
……如果变量通过一串数值而无限减少，以至小于任意给定的数，则把这个变量

叫做无穷小量，即这种变量以零为极限……
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无穷小的性质

定理 1.2.1e@1.2.21 Pkj
1 在同一过程中的有限个无穷小之和（积）仍为该过程中的无穷小

2 同一过程的有界函数中与无穷小之积仍为该过程中的无穷小

3 lim
x→∆

f(x) = A ∈ R ⇔ f(x)− A 是 x → ∆ 时的无穷小
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无穷小量与有界量的乘积

x

y

绿线：y = ±1

x → 0

红线：y =
sin x

x → 0
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无穷大

定理 1.2.22 Pk9
f(x) 是 x → ∆ 时的无穷大： lim

x→∆

1

f(x) = 0，即：

lim
x→∆

f(x) = ±∞

思考：无穷大与无界是什么关系？
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无穷小的比较

定义 1.2.14（无穷小量的阶） Pjk
设 α,β 均为同一过程中的无穷小，lim α

β
= A 为常数，则

1 A = 0，称 α 为 β 的高阶（高级）无穷小，记为：α = ◦(β)
• 无穷小：α = ◦(1)

2 A ̸= 0，称 α 为 β 的同阶（同级）无穷小
• 一般地，若 α 是 βk 的同阶无穷小量（F > 0），则称 α 是 β 的 F 阶无穷小量

3 A = 1，称 α 为 y2 的等价无穷小，记为： α ∼ β
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（等价）无穷小替换

等价无穷小的性质 Pjk
1 自反性：α ∼ α

2 对称性：α ∼ β ⇒ β ∼ α

3 传递性：α ∼ β,β ∼ γ ⇒ α ∼ γ

定理 1.2.31 Pjk
设在变化过程 x → ∆ 中，α 与 β 是等价无穷小量，若 lim

x→∆

fβ
g 存在，则

lim
x→∆

fα
g = lim

x→∆

fβ
g · α

β
= lim

x→∆

fβ
g · lim

x→∆

α

β
= lim

x→∆

fβ
g .

注： 极限“乘法因子”中的等价无穷小可相互替代
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问题：同为无穷小，哪个趋于零更快？

常用的无穷小替换：当 t → 0 时
1 x ∼ sin x ∼ tan x
2 x ∼ arcsin x ∼ arctan x
3 1− cos x ∼ 1

2
x2

4 (1 + x)a − 1 ∼ ax
5 ln(1 + x) ∼ x
6 ax − 1 ∼ x ln a (a > 0)

例
当 x → 0 时，α(x) = kx2 与 β(x) =

√
1 + x arcsin x −√cos x 是等价无穷小，求

k.

求极限过程中，加减项不能随意用等价无穷小代替！
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复习：（等价）无穷小替换

等价无穷小 Pjk
设 ε1,ε2 为同一过程中的无穷小，若 lim ε1

ε2
= 1, 称 ε1 为 ε2 的等价无穷小，

记为：ε1 − ε2.

注： δ − ε 等价于 δ = ε+ Q(ε).

定理 1.2.31 Pjj
设 ε1 − ε2, δ1 − δ2, 则

limε1 · u = A → limε2 · u = A,

lim ε1 · u
δ1 · v = B → lim ε2 · u

δ2 · v = B.

注： 极限“乘法因子”中的等价无穷小可相互替代。
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运算法则

高阶无穷小的运算
设 K,n 为正整数，当 x ∞ 0 时，
• Q(xK)± Q(xn) = Q(xH), H = min(K,n) (加减法时低阶“吸收”高阶)c
• Q(xK) · Q(xn) = Q(xK+n), xK · Q(xn) = Q(xK+n) (乘除法时阶数“累加”)c
• Q(xK) = Q(kxK) = k · Q(xK), k ∈= 0 且为常数 (非零常数不影响阶数).
注意：Q(xK)⇔ Q(xK)✚❩= 0.

南京大学数学系-肖源明 16/39



例
假设在变化过程 x ∞ x0 中，ε 与 δ 是等价无穷小量，求下列变量的极限（设
ε ∈= δ）

1
sinε
ε+ δ

2
ε⇔ δ

ε+ δ

3
ε⇔ εδ

ε+ δ

4
1⇔ cosδ
εδ

5

◦cosε⇔ 1

εδ

6
ln

◦
1 + ε

δ + ε

7 (1± ε)
1
β

8
eπ ⇔ eα
ε⇔ δ
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极限计算举例

例：计算极限

1 lim
x→0

ai�n x ⇔ abin x

x3 , 其中 a > 0 且 a ∈= 1.

2 lim
n→−

(
n
◦a + n◦b + n

◦c
3

)n

.

3 lim
x→∞−

x
(√

x2 + 100 + x
)

.

注： 求极限前先做两件事：

• 看是否有极限不为零的因式，直接代入求值。

• 利用等价无穷小进行因式化简。
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函数的连续性

定义 1.3.1 Pje
函数 f(x) 在 x0 连续： lim

x→x0

f(x) = f(x0)

• f(x) 在 x0 有定义
• lim

x→x0

f(x) 存在

• f(x0) = f(x+0 ) = f(x−0 )

例
如果 f 为连续函数, 则 | f | 也是连续函数。
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间断点

定义 1.3.4 P9y
设 x0 是 f(x) 的间断点，对其分类如下：

1 第一类间断点：f(x+0 ), f(x−0 ) 均存在
• 跳跃间断点：7(x+0 ) →= 7(x−0 )
• 可去间断点：7(x0) 无定义，或 7(x0) →= 7(x+0 ) = 7(x−0 )

2 第二类间断点：f(x+0 ), f(x−0 ) 不同时存在
• 无穷间断点：某个单侧极限趋于无穷
• 振荡间断点：某个单侧极限不存在
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振荡间断点

y = sin π
x

1 2 3

1
2

A

B

C

D

1
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可去间断点

y = x sin 1
xA

B

C 2
3π− 2

3π

y = |x|

y = −|x|
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连续函数的基本性质

定理 1.3.8@1.3.1y Pj8@jN
1 四则运算：四则运算仍保持函数的连续性

2 复合函数：连续函数的复合运算可以和极限运算交换次序

3 反函数：连续函数的反函数也连续

4 初等函数：初等函数在其定义域内连续

例
设 f(x) 与 g(x) 均在 [a, b] 上连续，证明函数

ε(x) = max {f(x), g(x)} , δ(x) = min {f(x), g(x)}

也在 [a, b] 上连续。
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例

讨论函数 f(x) = x2 − 1

x2 − 3x + 2
间断点的类型。

例

讨论函数 f(x) = 1

1− e
x

1−x
间断点的类型。

例

若 x = 0 是 f(x) =
√
1 + sin x + sin2 x − (a + b sin x)

sin2 x
的可去间断点，求 a, b 的

值。
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小结

1 函数连续的概念： lim
x→x0

f(x) = f(x0)
• HiK

∆x−0
7(x0 +∆x) = 7(x0).

• HiK
∆x−0

∆y = 0.
• 7(x0→) = 7(x0) = 7(x0+) (既左连续又右连续).
• →ε > 0, ∞δ > 0, 使得只要 |x − x0| = |∆x| < δ, 就有 |7(x)− 7(x0)| = |∆y| < ε.
• 对任意收敛到 x0 的点列 xn, 均有 7(xn) ∀ 7(x0) (n ∀ ∃).

2 连续函数的基本性质：四则运算、复合、求逆、初等函数

3 间断点的分类：
• 第一类间断点：7(x+0 ), 7(x→0 ) 均存在

• 跳跃间断点：7(x+0 ) ̸= 7(x→0 )

• 可去间断点：7(x0) 无定义，或 7(x0) ̸= 7(x+0 ) = 7(x→0 )

• 第二类间断点：7(x+0 ), 7(x→0 ) 不同时存在
• 无穷间断点：某个单侧极限趋于无穷
• 振荡间断点：某个单侧极限不存在
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୻Ԛ间׬定ࣲ

定理 习题 1.3-13
设୻Ԛ间序列 [an, bn](n = 1, 2, . . .) :ૡࢠ

1 [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ · · · [an, bn] ⊇ [an+1, bn+1] ⊇ · · ·
2 lim

n→∞
(bn − an) = 0

则存在唯一ؘ数 x，使得 x ∈ [an, bn](n = 1, 2, . . .).
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连续函数在୻Ԛ间上的性质

1 Қ定理ޣ

• 有界性

2 яҚ定理

• 零点存在性
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值定ࣲ߂

定理 1.3.14 P41
设 f(x) ∈ C[a, b]，则 f(x) 在 [a, b] 上可Ո到߂大和߂小值。

ܱ੥ P41
设 f(x) ∈ C[a, b]，则 f(x) 在 [a, b] 上有界。

例
设 f(x) ∈ C[a,+∞)，且 lim

x→+∞
f(x) 存在，则 f(x) 在 [a,+∞) 上有界。
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ѐ值定ࣲ

定理 1.3.12 P41
设 f(x) ∈ C[a, b]，J,K 分Ӱ为 f(x) 在 [a, b] 上的߂大和߂小值，则对任意 γ ∈

[K,J]，存在 ξ ∈ [a, b]，使得 f(ξ) = γ.

ξ1 ξ2 ξ3a b

γ

f(a)

f(b)
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零点定ࣲ

ܱ੥（零点定ࣲ/零点存在性） P41
设 f(x) ∈ C[a, b]，且 f(a)f(b) < 0，则 f(x) 在 [a, b] 上ڷ有零点。

୸点؁在性定理的ܱٹ
1 设 f(x) ∈ C(a, b)，且 f(a + 0)f(b − 0) < 0，则 f(x) 在 (a, b) 内有零点。
2 设 f(x) ∈ C(−∞,+∞)，且 f(−∞)f(+∞) < 0，则 f(x) 在 (−∞,+∞) 内有
零点。
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例
设 a0 ̸= 0，证明：以下ސ程至少有一个ؘ߿

a0x2n+1 + a1x2n + . . .+ a2nx + a2n+1 = 0.

例
1 设 f(x) ∈ C [0 , 2a], f(0) = f(2a), 证明至少存在一点 ξ ∈ [0 , a], 使得 f(ξ) =

f(ξ + a). (2009 (中考题ߊ
2 设 f(x) 是以 1 为յߊ的连续函数，a 是一个ؘ数，ડ证明存在 ξ ∈ [0, 1], 使
得 f(ξ + a) = f(ξ). (2016 (中考题ߊ

3 设非િ函数 f ∈ C[0, 1], 且 f(0) = f(1) = 0. a ∈ (0, 1) 是一个ؘ数，证明：存
在 x0 ∈ [0, 1], 使得 x0 + a ∈ [0, 1] 且ࢠૡ f(x0) = f(x0 + a).

4 上题若去݊函数 f 非િ的ߚ件，结论是否ଐ成ॹ？
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往年极限考题-参考答案

1 lim
n→∞

sin2(γ
⊇

n2 + n) = 1

2 lim
n→∞

(
cos x

n + ξ sin x
n
)n

= eπx

3 lim
n→∞

n2 ( n
⊇a − n+1

⊇a) = ln a

4 lim
x→π

2

(sin x)tan2 x = e− 1
2

5 lim
n→∞

tann (λ
4 + 1004

n
)
= e2008

6 lim
x→1

m
1−xm − n

1−xn = m−n
2

7 lim
x→0

( tan x
x
)cot2 x

= e 1
3

8 lim
x→0

3√1+sin2 x−ex2

x2 = − 2
3

9 lim
x→0+

xsin x−1
xx−1 = 1

10 lim
x→0

ex sin x−x(1+x)
sin3 x = 1

3

11 lim
x→−∞

(⊇
x2 + x −

⊇
x2 − x

)
= −1

12 lim
x→0+

1−
√cos x

x(1−cos √x)
= 1

2

13 lim
x→0+

(arctan x)
1

ln x = e

14 lim
x→0

(
2+e

1
x

1+e
5
x
+ sin x

|x|

)
= 1

15 lim
n→∞

n⊇an + bn + cn = c, 0 < a < b < c

16 lim
x→+∞

(x +
⊇
1 + x2)

1√x = 1

17 lim
n→∞

n
√
1 + 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

n = 1

18 lim
x→0

(
ax
1+ax

2+···+ax
n

n

) 1
x
= n

⊇a1a2 · · · an

19 lim
n→∞

n3
[

k
n2 −

∑k
i=1

1
(n+i)2

]
= k(k + 1)
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本章常见题型

1 函数的概念（分段函数，复合函数等）

2 极限的概念与性质

3 求极限或已知极限求式中的参数

4 求递推数列的极限

5 1∞, 0
0 等重要极限类型

6 无穷小阶的比较

7 讨论函数的连续性，判断间断点的类型

8 利用闭区间连续函数的性质证明问题
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求极限的方法小结

1 利用定义

2 利用极限的四则运算和变量代换 (复合)
3 利用函数连续性，Heine 定理
4 三个准则（主要夹逼准则和单调有界准则）

5 两个重要公式-1∞, 0
0

6 等价无穷小量的代换，Landau 符号-o(x)
7 还有 (暂时不必用到)：洛必达法则，泰勒公式，定积分……
8 若待求极限为有限项之和，可先运用裂项相消、求和公式、归纳法等求得和
函数再求极限
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若干基本极限

1 lim
x→0

sin x
x = 1;

2 lim
x→0

(1 + x) 1
x = e;

3 lim
x→+∞

xqx = 0, |q| < 1;

4 lim
n→∞

qn = 0, |q| < 1;

5 lim
n→∞

n
⊇a = 1, a > 0;

6 lim
n→∞

n
⊇n = 1;

7 lim
n→∞

an

n! = 0, a > 0;

8 lim
n→∞

n!
nn = 0;

9 lim
x→+∞

ln x
xα = 0, π > 0;

10 lim
x→+∞

xα

ax = 0, a > 1,π > 0;
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函数在一点处的导数

定义 2.1.1 P46
函数 y = f(x) 在 x0 的某邻域内有定义，若

lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)
∆x

存在，则称其为f(x) 在 x0 处的导数，记为

f ′(x0),
dy
dx

∣∣∣∣
x=x0

, y′x|x=x0
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例 习题 kX1@1
假设 f →(x0) 存在，则

1 lim
∆x′0

f(x0 −∆x)− f(x0)
∆x = −f →(x0)

2 lim
?′0

f(x0 + 2?)− f(x0)
? = 2f →(x0)

3 lim
?′0

f(x0 + ?)− f(x0 − ?)
? = 2f →(x0)

4 lim
n′∞

n
[
f
(

x0 +
1

n

)
− f(x0)

]
= f →(x0)

思考：若以上某个极限存在，是否就意味着 f(x) 在 x0 可导？
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导数的物理f几何意义

• 变速直线运动的瞬时速度

p(i0) = lim
i′i0

a(i)− a(i0)
i − i0

• 曲线在一点处切线的斜率：

k(x0) = lim
x′x0

f(x)− f(x0)
x − x0

• 导数：函数关于自变量的相对变化率
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导数的几何意义

A

B

h tangent

a secant

曲线的切线
已知函数 f(x) 在点 x0 处可导，求曲线 y = f(x)
在该点的切线和法线方程。

例
函数 f(x) = 3

√x 在点 x = 0 是否可导？

思考：可导等价于有切线吗？（否）
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导函数

一些常用函数的导函数
1 f(x) = C (C为常数) f →(x) = 0

2 f(x) = xn (n ∈ Z) f →(x) = nxn−1 (n ̸= 0)

3 f(x) = ex f →(x) = ex

4 f(x) = ln x f →(x) = 1

x
5 f(x) = sin x f →(x) = cos x
6 f(x) = cos x f →(x) = − sin x
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例
1 如果 f(x) 为偶函数，且 f →(0) 存在，证明 f →(0) = 0.
2 证明：可导的奇函数的导函数是偶函数，可导的偶函数的导函数是奇函数。

3 证明：可导的周期函数的导函数是周期函数。
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导数存在的条件

定理 2.1.1 P97
f(x) 在 x0 可导，当且仅当在该点的左、右导数存在且相等。

思考：f(x) = |x| 在原点是否可导？

定理 2.1.2 P50
f(x) 在一点可导，则一定在该点连续。

以直代曲：可导点附近，函数曲线与其切线近似相等
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例
研究函数

f(x) =
{

x sin 1
x , x ̸= 0,

0, x = 0,
;(x) =

{
x2 sin 1

x , x ̸= 0,

0, x = 0,

在点 x = 0 处的连续性和可导性。
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函数 xa sin
(
1
x#

)
的图像

0 π
6

−π
6

−0.5

−1.0

0.5

1.0
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复习

1 导数的概念：
• f ′(x0) = lim

∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)
∆x

2 常用初等函数的导函数
• *, xn, 2x, lM x, biM x, +Qb x

3 函数可导的条件
• 可导必连续
• 以直代曲：∆v = v′∆x + ◦(∆x), (∆x → 0)

例

设 f(x) = lim
n′∞

x2en(x−1) + ax + b
en(x−1) + 1

,试确定常数 a, b使 f(x)处处可导，并求 f →(x).

例

求过点 (2, 0) 且与曲线 y =
1

x 相切的直线方程。
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四则运算的求导法则

定理 2.1.4 P81
设 u(x), v(x) 均在 x 可导，则

1 [u(x)± v(x)]→ = u→(x)± v→(x)

2 [u(x)v(x)]→ = u→(x)v(x) + u(x)v→(x)

3

[ u(x)
v(x)

]→
=

u→(x)v(x)− u(x)v→(x)
v2(x) (v(x) √= 0)
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例：计算以下函数的导函数

1 f(x) = 2x3 + 3x2 − 4x + 5− 6

x
2 f(x) = x3 cos x sin x

3 f(x) = x − 1

x + 1

4 f(x) = 1

ln x
5 f(x) = tan x f →(x) = s2c2 x
6 f(x) = s2c x f →(x) = s2c x tan x
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反函数求导法则

定理 2.1.5 P83
设 y = f(x) 是 x = ϕ(y) 的反函数，若 x = ϕ(y) 在 y 处可导，且 ϕ→(x) √= 0，则
y = f(x) 在点 x = ϕ(y) 处可导，且

f →(x) = 1

ϕ→(y)

例：计算下列函数的导函数 P83-84
1 f(x) = arcsin x f →(x) = 1∈

1− x2
2 f(x) = arctan x f →(x) = 1

1 + x2
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复合函数的求导法则

定理 2.1.6U链式法则V P84-88
设函数 u = ϕ(x) 在 x 处可导，函数 y = f(u) 在 u = ϕ(x) 处可导，则复合函数
y = f[ϕ(x)] 在 x 处可导，且

y→x = f →(u)ϕ→(x)

例：计算下列函数的导函数
1 y = ax (a > 0, a √= 1) y→ = ax ln a

2 y = xa y→ = axa′1
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例：计算下列函数的导函数
1 y = sin(3x + 2)

2 y = ex2

3 y = xx

4 y = xaa
+ axa

+ aax
(a > 0)

5 y = ln ( x +
∈

x2 + 1 )

6 y =
√

x +∈x

7 y = ex2 sin
(

1

x + 1

)
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f ̸+(x0) 与 f ̸(x+0 )

例
设 f(x) 在点 x = x0 的某邻域内有定义，试讨论 ǳ极限 lim

x∞x0

f →(x) 存在Ǵ 与 ǳ导数
f →(x0) 存在Ǵ 的关系。
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高阶导数

定义 2.1.4 P61
f (n)(x) =

[
f (n′1)(x)

]→
x

例
求函数

f(x) = x3 + 2x2 − 3x + 10

的各阶导函数。

注：若 S(x) 为 n 次多项式，则 S(n+1)(x) = 0
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例：求以下函数的 n 阶导数
1 y =

1

x y(n)(x) = (−1)n n!
xn+1

2 y = sin x y(n)(x) = sin
( nπ

2
+ x
)

3 y = xex y(n)(x) = (n + x)ex

4 y =
1

x2 − 3x + 2
y(n)(x) = (−1)nn !

[
1

(x − 2)n+1 − 1

(x − 1)n+1

]
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G2B#MBix 公式

[u(x)v(x)](n) =
n∑

k=0

Ck
nu(n′k)(x)v(k)(x)

例
设 y = x2e2x，求 y(20).

例
设 y = arctan x, 求 y(n)(0).

南京大学数学系-肖源明 26/26







“以直代曲”与局部线性化
若 f(x) 在 x0 可导，则

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) + ◦(x − x0) (x → x0)
即：在 x0 附近，f(x) 可以近似地表示为一个线性函数

f(x) ≈ f(x0) + f ′(x0)(x − x0)

x

y

h

M

L

x0 x0 +∆x

∆x

dy
∆y
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微分的概念

定义 2.2.1 Pd0
设 y = f(x) 在 x0 的某邻域内有定义，若存在与 ∆x 无关的常数 A，使得 ∆y =

f(x0 +∆x)− f(x0) 满足

∆y = A∆x + ◦(∆x) (∆x → 0)

则称 y = f(x) 在 x0可微，A∆x 称为y = f(x) 在 x0 处的微分，记为

dy|x=x0
或 df(x)|x=x0
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可微与可导的关系

定理 2.2.1 Pd0
设 y = f(x) 在 x0 可微，当且仅当 y = f(x) 在 x0 可导，且

dy|x=x0
= f ′(x0)dx 或 df(x)|x=x0

= f ′(x0)dx

例
求 y = sin x 当 x =

π

4
, dx = 0.1 时的微分。
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微分运算法则

定理 2.2.2（四则运算） Pd2
设 u(x), v(x) 可导，则

1 d(u ± v) = du ± dv
2 d(uv) = vdu + udv

3 d u
v =

vdu − udv
v2

定理 2.2.3（复合运算） Pd2
设 y = f(u), u = ϕ(x) 均可微，则 y = f[ϕ(x)] 可微，

dy = f ′(u)du = f ′(u)ϕ′(x)dx
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例
求函数 y = e2x−1 sin x 的微分。

例
试将下列微分形式表示为某一函数的微分

1 x2dx
2 e2xdx
3 cos(5x − 1)dx

4
1

1 + 2x2 dx
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隐函数求导法则

隐函数：由形如 f(x, y) = 0 的方程所确定的函数

例
设 y = y(x) 是由方程

x3 + y3 = 3xy

所确定的隐函数，满足 y(3/2) = 3/2，求
其在点 (3/2, 3/2) 处的切线方程。
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利用隐函数求导法简化求导运算

例

求 y =
(x2 + 2)

2

(x4 + 1)(x2 + 1)
的导数。

例
证明过曲线

√x +
√y =

√a 上任一点 (x0, y0) 的切线在两坐标轴上的截距之和
为常数。
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参数方程求导法则

设函数 y = y(x) 由参数方程 {
x = ϕ(i)
y = ψ(i)

确定，x = ϕ(i) 可逆，则
y′(x) = ψ′(i)

ϕ′(i)

例

求椭圆

{
x = a cos θ
y = b sin θ

在 θ =
π

4
处的切线方程和法线方程。
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例

已知

{
x = θ − sin θ
y = 1− cos θ

，求 y′′(x)。

y

xx

a

a θ

y θ

(πa, 2a)

x = a(θ − sin θ)
v = a(1 − cos θ)

2πa
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例
设 f(x) 在 x = 0 处可导，在 x = 0 的某邻域内 f(x) 满足关系式

f(x2)− 3f(1− cos x) = x2 + o(x2),

试求曲线 y = f(x) 在点 x = 0 处的切线方程。

例
设 y = sin(x + y), 求 y′′．

例

设 f(x) 处处可导，f(0) = f ′(0) = 1. 求极限 lim
x→0

f(sin x)− 1

ln f(x) . (不要用洛必达法
则！)
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微分中值定理及其应用

内容与要求（Ȝ2.j ）

• 熟练掌握 _QHHe 定理和 La;`an;e 中值定理

• 理解 *au+?v 中值定理

• 熟练掌握 LǶHQbTiiaH 法则
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62`K�i 引理

定理 2.3.1 Pdd
设函数 f(x) 在点 x0 的某邻域 L(x0) 内有定义，并且在 x0 处可导。如果对任意
x ∈ L(x0), 有 f(x) ! f(x0) (或 f(x) " f(x0)), 那么 f ′(x0) = 0.

例
设 f ∈ C[0,+∞), f ∈ D(0,+∞), f(0) = lim

x→+∞
f(x) = 0, 求证：存在 ξ > 0 使

f ′(ξ) = 0.
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导函数的介值定理

例（.�`#Qmt 定理）
设 f(x) 在 [a, b] 上可导，且 f ′+(a)f ′−(b) < 0，则存在 ξ ∈ (a, b)，使得 f ′(ξ) = 0.

例
设 f(x) 在 [a, b] 上满足 _QHHe 定理条件，且 f ′+(a)f ′−(b) > 0，则 f ′(x) = 0 在
(a, b) 内至少有两个根。
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_QHH2 定理

定理 2.3.2 Pdd
若函数 f(x) 满足：

1 在区间 [a, b] 上连续
2 在区间 (a, b) 内可导
3 f(a) = f(b)

则：存在 ξ ∈ (a, b)，使得 f ′(ξ) = 0.

注：以上三个定理条件缺一不可！
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例
证明方程 x5 − 5x + 1 = 0 有且仅有一个小于 1 的正实根。

例
设 f(x)在 [a, b]上满足 _QHHe定理条件，且 f(a) = f(b) = 0. 证明: 存在 ξ ∈ (a, b),
使 f ′(ξ) = f(ξ) 成立。
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辅助函数的构造

例
设 f(x), g(x) ∈ C[a, b]，在 (a, b)内可导，且 f(a) = f(b) = 0，证明：存在 ξ ∈ (a, b)，
使得：

f ′(ξ) + f(ξ)g′(ξ) = 0.

• y ′ + λy = 0：6(x) = eλxy
• xy′ + ny = 0：6(x) = xny

• f ′(x)g(x)− f(x)g′(x) = 0：6(x) = f(x)
g(x)
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例
证明：对函数 f(x) = (x − 1)(x − 2)(x − 3)，至少存在一点 ξ ∈ (1, 3)，使得
f ′′(ξ) = 0.

推论（_QHH2 定理的高阶推广）
设 f(x) 在 [x0, xn] 上有 n − 1 阶连续导数，在 (x0, xn) 内 n 阶可导，且

f(x0) = f(x1) = . . . = f(xn), (x0 < x1 < . . . < xn),

则存在 ξ ∈ (x0, xn)，使得 f (n)(ξ) = 0.
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G�;`�M;2 中值定理

定理 2.3.3 Pd8
若函数 f(x) 满足：

1 在区间 [a, b] 上连续
2 在区间 (a, b) 内可导

则：存在 ξ ∈ (a, b)，使得

f ′(ξ) = f(b)− f(a)
b − a .
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推论 2.3.4 Pd9
导数恒为零的函数取值恒为常数。

例 P80
证明：

ln x − ln x1
x − x1

<
1

x1
, (0 < x1 < x)

例
证明不等式：

x
1 + x < ln(1 + x), x > 0
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例
证明方程 x5 + x − 1 = 0 只有唯一实根。

例
设 f(x) ∈ C[a, b]，且 f(x) 在 (a, b) 内二阶可导，连接函数曲线两端点的直线在
(a, b) 内至少与曲线存在一个交点，则存在 ξ ∈ (a, b)，使得 f ′′(ξ) = 0.

思考：若端点连线与函数曲线存在多个交点，能够得到什么结论？

南京大学数学系-肖源明 26/42



导函数的特性
• 若f(x) 在 x0 点左或右连续，导函数的左或右极限存在，则 f(x) 在 x0 点左
或右可导，并且 f(x) 在 x0 点左或右导数等于 f ′(x) 的左或右极限，即

f ′−(x0) = lim
x→x−

0

f ′(x), f ′+(x0) = lim
x→x+

0

f ′(x).

• f ′(x) 在 [a, b] 上未必连续，但一定具有介值性 (注意与连续函数的介值性区
分)。

• 若函数 f(x)在区间 A 上可导 (意味着 A 上处处导数存在)．则 f ′(x) 在区间 A
内至多有第二类间断点。

• 若函数 f(x) 在区间 A 上可导，且 f ′(x) ̸= 0, 则 f(x) 在区间 A 上一定严格单
调。
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方程根的研究：函数零点与导数零点之间的关系
• 若函数 f(x) 有 n 个（不同）零点，则 f ′(x) 至少有 n − 1 个（不同）零点。
• 若函数 f(x) 有 n + 1 个零点，则 f (n)(x) 至少有一个零点。
• 若函数 f (n)(x) 没有零点，则 f(x) 至多有 n 个零点。

例

证明方程
xn

n +
xn−1

n − 1
+ · · ·+ x + 1 = 0 当 n 为偶数时无实根，当 n 为奇数时仅

有一实根。
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例

设函数 f(x) 在 (0,+∞) 可导且 |f ′(x)| " M, 证明 lim
x→+∞

f(x)
x2 = 0.

例
设 f(x) ∈ C[0, 1], f(x) ∈ D(0, 1), f(0) = 0, f(1) = 1, 求证：
• 存在 ξ ∈ (0, 1), 使得 f(ξ) = 1− ξ.
• 存在两个不同的点 η, ζ ∈ (0, 1), 使得 f ′(η)f ′(ζ) = 1.
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*�m+?v 中值定理

定理 2.3.6 P80
若函数 f(x),ξ(x) 满足：

1 在 [a, b] 上连续
2 在 (a, b) 内可导，且 ξ′(x) ∈= 0

则：存在 λ ∞ (a, b)，使得

f(b)− f(a)
ξ(b)− ξ(a) =

f ′(λ)
ξ′(λ)

注：*au+?v 中值定理可视为参数化的 La;`an;e 中值定理
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例
设 0 < a < b，f(x) 在 [a, b] 上连续，在 (a, b) 内可导，证明：

1 存在 λ ∞ (a, b)，使得：

f(b)− f(a) = ln b
a · λf ′(λ)

2 存在 η ∞ (a, b)，使得：

2η[f(b)− f(a)] = (b2 − a2)f ′(η)
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例
设 f(x) 在 [a, b] 上二阶可导，f(a) = f(b) = 0，证明：对任意 x ∞ (a, b)，存在
λ ∞ (a, b)，使得

f(x) = f ′′(λ)
2

(x − a)(x − b)

提示：构造辅助函数

6(i) = f(i)− (i − a)(i − b)
(x − a)(x − b) f(x)
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GǶ>QbTBi�H 法则与不定式极限

不定式（型）极限

0

0
,

∞
∞

, 1∞, 0 ·∞, ∞−∞, ∞0, 00

注：以上 0, 1,̸ 均表示一种趋势，而不是具体的值！

例：计算极限

1 lim
x→0

x − sin x
x

2 lim
x→+∞

ln x
x

3 lim
x→1

(1− x2) tan ζ

2
x

4 lim
x→0

(x2 + 2x)1/x
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GǶ>QbTBi�H 法则

定理 2.3.d（0/0 型不定式极限） P81
设函数 f(x), g(x) 满足：

1 lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = 0

2 f(x), g(x) 在 a 右侧可导，即 f ′(x), g ′(x)存在,且 g ′(x) ∈= 0

3 lim
x→a+

f ′(x)
g ′(x) 存在（或等于 ̸）

则

lim
x→a+

f(x)
g(x) = lim

x→a+

f ′(x)
g ′(x) (或等于̸)
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注：以上结论可以直接推广到 ̸/̸ 不定式的情形（S33-定理 2.3.N）

例：计算极限

1 lim
x→0

x − sin x
x3

2 lim
x→0

ex − e−x − 2x
tan3 x

3 lim
x→0

(1 + x)1/x − e
x

4 lim
x→+∞

xn

eλx (n ∞ N,ϕ > 0)

5 lim
x→+∞

ln x
xα (π > 0)

6 lim
x→∞

x + sin x
x + cos x
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其他不定式极限

例

1 lim
x→1

(1− x2) tan ζ

2
x · · · · · · · · · · · · 4

π

2 lim
x→0

(
1

x2 − cot2 x
)

· · · · · · · · · · · · 23

3 lim
x→∞

[
x − x2 ln

(
1 +

1

x

)]
· · · · · · 12

4 lim
x→0

( arcsin x
x

) 1
x2

· · · · · · · · · · · · e 1
6

5 lim
x→∞

(
x3 ln x + 1

x − 1
− 2x2

)
· · · · · · 2

3

6 lim
x→0

(x2 + 2x)1/x · · · · · · · · · · · · · · · ·2

7 liK
x−→

x
3
2

(√
x + 2 − 2

√
x + 1 +

√x
)
· · ·− 1

4

8 lim
n→∞

n
√n · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·1

9 lim
x→0

ex2 − e2−2 cos x

x4 · · · · · · · · · · · 1
12

10 lim
x→0

cos(xe−3x)− cos(xe3x)

x3 · · · · · 6
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不定式极限的相互转换

0

0

1
1

1�1 1 · 0

11

00

10

�
��

�
��

�
��
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小结

1 中值定理

• Rolle 定理
• Lagrange 中值定理

f(#)− f(�) = f ′(ξ)(# − �), ξ ∈ (�, #)

• Cauchy 中值定理

2 GǶ>QbTBi�H 法则
lim
x→∗

f(x)
g(x) = lim

x→∗

f ′(x)
g′(x)
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常用无穷小替换：x → 0 时
1 x ∼ sin x ∼ tan x
2 x ∼ arcsin x ∼ arctan x
3 1− cos x ∼ 1

2
x2

4 (1 + x)a − 1 ∼ ax
5 ln(1 + x) ∼ x
6 ax − 1 ∼ x ln a (a > 0)

例：计算极限
1 lim

n→∞
sin2(ζ

√
n2 + n)

2 lim
n→∞

(
cos x

n + ϕ sin x
n
)n

3 lim
x→π

2

(sin x)tan2 x

4 lim
x→0

(ax+#x++x

3

) 1
x

5 lim
x→0

3√1+sin2 x−ex2

x2

6 lim
x→0+

xsin x−1
xx−1

7 lim
x→−∞

(√
x2 + x −

√
x2 − x

)

极限中的“加法因子”不能进行无穷小替换！
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例 16-1d 期中
设 f(x) = x− (ax+ b sin x) cos x, 并设 lim

x→0

f(x)
x5 存在且不为零，求常数 a, b 及此

极限值。

例 18-16 期中
设函数 f(x) 在 x = 0 的某个邻域内可导，且 f(0) = 1, f ′(0) = −1，求
lim

n→∞

[
n(e1/n − 1)

] 1
1∞7(1/n) .

例 04-08 期中
设 f(x) 在 x = a 的某邻域内二阶连续可导，f ′(a) ∈= 0, 试求

lim
x→a

(
1

f(x)− f(a) − 1

(x − a)f ′(x)

)
.
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h�vHQ` 公式

1 内容与要求（Ȝ2.j ）
• 理解多项式逼近的概念
• 掌握 haylor 公式的定义
• 掌握求函数 haylor 展开式的方法
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h�vHQ` 多项式

S(x) 是 f(x) 在点 x0 处的 n 阶 h�vHQ` 多项式
• S(x) 是 n 次多项式
• y = S(x) 在 x0 处与 y = f(x) 处至少 n 阶相切

Sn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x0)
k! (x − x0)k

• 给定 f(x) 和 x0，Sn(x) 唯一确定
• 若 x0 = 0，称为f(x) 的 n 阶 J�+H�m`BM 多项式
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例：求 J�+H�m`BM 多项式 P88
1 f(x) = ex

Sn(x) = 1 + x + x2
2!

+ . . .+
xn

n!

2 f(x) = cos x

Sn(x) = 1− x2
2!

+
x4
4!

− . . .+ (−1)m · x2m

(2m)!
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误差估计（R）

定理 2.3.11 P86
设函数 f(x) 在 x0 处 n 阶可导，S(x) 是 f(x) 在点 x0 处的 n 阶 havHQ` 多项式，
则当 x → x0 时

|f(x)− Sn(x)| = ◦[(x − x0)n]

• 余项：_n(x) = |f(x)− Sn(x)|
• 带 S2�MQ 余项的 n 阶 h�vHQ` 公式：

f(x) = Sn(x) + ◦[(x − x0)n]
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误差估计（k）

定理 2.3.12（h�vHQ` 中值定理） P8d
设 f(x) 在 x0 的某邻域内 n + 1 阶可导，对该邻域内任一点 x，存在介于 x0 和
x 之间的一点 ξ，满足

f(x) = Sn(x) +
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x − x0)n+1

• 上式称为带 G�;`�M;2 余项的 n 阶 h�vHQ` 公式

f(x0 + ?) = Sn(x0 + ?) + f (n+1)(x0 + θ?)
(n + 1)!

?n+1, (0 < θ < 1)
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h�vHQ` 展开

推论
若存在常数 C > 0，使当 x ∈ (a, b) 时，恒有

|f (n+1)(x)| ! C, n = 0, 1, 2, . . .

则
lim

n→∞
_n(x) = 0.

• havHQ` 多项式的次数越高，逼近精度越高
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常用的 J�+H�m`BM 公式 P93-94

1 ex =
n∑

k=0

xk

k! +
eθx

(n + 1)!
xn+1 (0 < θ < 1, x ∈ R) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 应用

2 sin x =
m∑

k=1
(−1)k−1 x2k−1

(2k − 1)!

+(−1)m cos θx
(2m + 1)!

x2m+1 (0 < θ < 1, x ∈ R) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 图形

3 cos x =
m∑

k=0
(−1)k x2k

(2k)!
+(−1)m+1 cos θx

(2m + 2)!
x2m+2 (0 < θ < 1, x ∈ R)
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常用的 J�+H�m`BM 公式 P88

4 ln(1 + x) =
n∑

k=1
(−1)k−1 xk

k

+
(−1)nxn+1

(n + 1)(1 + θx)n+1
(0 < θ < 1, x > −1) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 应用

5 (1 + x)α =
n∑

k=0

α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k! xk

+
α(α− 1) . . . (α− n)

(n + 1)!

xn+1

(1 + θx)n+1−α

(0 < θ < 1, x ̸= −1) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 应用
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f(x) = (1 + x)ξ 的 h�vHQ` 展开

f(k)(x) = ξ(ξ− 1) · · · (ξ− k + 1)(1 + x)θ→k,

f(k)(0) = ξ(ξ− 1) · · · (ξ− k + 1), (k = 1 , 2 , · · · )

∴ (1 + x)θ = 1+ξ x+ ξ(ξ− 1)

2
x2+ · · ·+ ξ(ξ− 1) · · · (ξ− n + 1)

n! xn +_n(x).

其中 _n(x) =
ξ(ξ− 1) · · · (ξ− n)

(n + 1) !
(1 + θ x)θ→n→1xn+1, (0 < θ < 1).
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正弦函数的近似

sin x = x − 1

3!
x3 + 1

5!
x5 − 1

7!
x7 + 1

9!
x9 + · · ·

x

y
y = x

y = x − 1
3!x

3
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正弦函数的近似

sin x = x − 1

3!
x3 + 1

5!
x5 − 1

7!
x7 + 1

9!
x9 + · · ·

x

y

y = x − 1
3!x

3

y = x − 1
3!x

3 + 1
5!x

5

y = x − 1
3!x

3 + 1
5!x

5 − 1
7!x

7
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正弦函数的近似

sin x = x − 1

3!
x3 + 1

5!
x5 − 1

7!
x7 + 1

9!
x9 + · · ·

x

y

y = x − 1
3!x

3 + 1
5!x

5 − 1
7!x

7

y = x − 1
3!x

3 + 1
5!x

5 − 1
7!x

7 + 1
9!x

9

y = x − 1
3!x

3 + 1
5!x

5 − 1
7!x

7 + 1
9!x

9 − 1
11!x

11
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多项式函数的 h�vHQ` 展开

定理

多项式函数 Sn(x) =
n∑

k=0
akxk 的 m 阶 Ja+Hau`in 多项式为其 m 次截断多项式：

Sm(x) =
m∑

k=0

akxk

例
求 f(x) = x3 + 3x2 − 2x + 4 的各阶 Ja+Hau`in 多项式和在 x = 1 处的 havHQ` 多
项式。
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函数的 h�vHQ` 展开

问题：给定函数 f(x)，求其在 x0 的 n 阶 havHQ` 公式

1 直接法（公式法）

• 逐个计算 haylor 系数，给出相应的公式

2 间接法

• 利用已知函数的 JaclaurBn 公式

• 利用级数和多项式的性质
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直接法求 h�vHQ` 展开式

例
求 f(x) = tan x 的 3 阶带有 SeanQ 余项的 Ja+Hau`in 公式。

• 直接法

• 待定系数法
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间接法求 h�vHQ` 展开式

规则

若在区间 A 内，f(x) =
∞∑

n=0
anxn，g(x) =

∞∑
n=0

bnxn，则

1 αf(x) + µg(x) =
∞∑

n=0
(αan + µbn)xn，其中 α, µ 为常数

2 f −(x) =
∞∑

n=0
nanxn→1

3 若 ?(x) → A，有 f[?(x)] =
∞∑

n=1
an[?(x)]n.
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例：求带有 P2�MQ 余项的 J�+H�m`BM 公式

1 f(x) = ln(2 + x)

2 f(x) = e→x2

3 f(x) = 1

2
ln 1 + x

1− x

4 f(x) = x2
1 + x

5 f(x) = 1◦
1− x2

6 f(x) = cos2 x
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h�vHQ` 公式的应用

1 近似计算

2 计算不定式极限

3 证明不等式
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1. 近似计算

例
计算 e0.1 的值，误差不超过 10→3.

�10 �5 5 10

�5

5

10

15

1 

y = ex

nX

k=0

xk

k!

n = 1, 2, ..., 10

�1 1 2

1

2

3

1 

y = ex

nX

k=0

xk

k!

n = 1, 2, ..., 10
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1. 近似计算

例
证明常数 e 是无理数。

证明.
假设 e =

m
n 为有理数，其中 n ∴ 2。在 ex 的麦克劳林公式中令 x = 1, 得到

（0 < θ < 1）
m
n = e = 1 + 1 +

1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n! +
eα

(n + 1)!

两边同时乘以 n!，得到

m · n!
n = n! + n! + n!

2!
+

n!
3!

+ · · ·+ n!
n! +

eα
n + 1

由于 0 < eα < 3, 所以最后一项为分数，但是其他各项都为整数。矛盾。返回
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2. 计算不定式极限

例：计算以下极限

1 lim
x′0

cos x − e→x2/2

x4

2 lim
x′∞

ex
(
1 + 1

x
)x2

3 lim
x′0

◦
3x + 4 +

◦
4− 3x − 4

x2
返回

注：不知道该展开到多少阶时，先进行试探性展开

例： 08-09 期中
确定常数 a, b, 使得当 x ∈ 0 时，ex − 1 + ax

1 + bx 是 x 的三阶无穷小量。
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3. 证明不等式

证明：

• 当 x > 0 时，ex > 1 + x + x2
2

.

• 当 x > 0 时，有 ln(1 + x) > x − x2
2

. 返回

例： 09-10 期末
设 f(x) 在 A 上有二阶导数，又知对 →x ◦ A, 有 |f(x)| ! A, |f →→(x)| ! B, 其中 A,B
为常数。求证：

1 若 A = [0, 1], 则 |f →(x)| ! 2A + B/2.
2 若 A = (0,+∈), 则 |f →(x)| ! 2

̸
AB.

3 若 A = (−∈,+∈), 则 |f →(x)| !
̸
2AB.
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例
设 f(x) 在 [0, 1] 上二阶连续可导，且 f(0) = f(1)，|f →→(x)| ! A，证明：对任意
x ◦ [0, 1]，恒有

|f →(x)| ! A
2
.

例
设 f(x)在 [a, b]上二阶连续可导，且 f →(a) = f →(b) = 0，则至少存在一点 c ◦ (a, b)，
使得

|f →→(c)| ∴ 4

(b − a)2 |f(b)− f(a)|.

思考题：将条件 f →(a) = f →(b) = 0 换作 f →
(a + b

2

)
= 0, 证明相同结论。
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小结

1 h�vHQ` 多项式

2 函数的 h�vHQ` 展开
• 直接法
• 间接法

3 h�vHQ` 公式的应用
• 计算极限
• 证明不等式
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可导函数的单调性

定理 2.4.1 P95
设 f(x) 在 [a, b] 上连续，(a, b) 内可导，且 f ′(x) 恒大（小）于零，则 f(x) 在 [a, b]
上严格单调递增（减）。

• 以上仅仅是判定可导函数严格单调的充分条件，而非充要条件
• 若定理中的“大（小）于”改成“大（小）于等于”，则对应于单调递增情
形，且为充要条件 (定理 2.4.2)
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例
讨论 y = x − sin x 的单调性。

例

设 a1 = 1, 当 n ! 1 时，an+1 =

√ an
1 + an

, 证明：数列 {an} 收敛并求其极限。

定理（可导函数单调的充要条件）
设 f(x) 在 [a, b] 上连续，(a, b) 内可导，则 f(x) 在 [a, b] 上严格单调递增，当且
仅当：

1 f ′(x) ! 0, x ∈ (a, b)
2 在 (a, b) 的任意子区间上 f ′(x) 不恒为零
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单调性的应用

推论 1
设 ϕ(x),ψ(x) 均在 [a, b] 上可导，且：

1 ϕ′(x) > ψ′(x), x ∈ (a, b)
2 ϕ(a) = ψ(a)

则在 (a, b) 上，恒有 ϕ(x) > ψ(x)

例

证明：当 x > 0 时，恒有 x − 1

6
x3 < sin x < x.

例
设 f(x) 在 [0,+∞) 内可导且 f(0) = 1, f ′(x) < f(x) (x > 0). 证明：f(x) < ex.
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推论 2
设 ϕ(x),ψ(x) 均在 [a, b] 上n 阶可导，且：

1 ϕ(n)(x) > ψ(n)(x), x ∈ (a, b)
2 ϕ(k)(a) = ψ(k)(a), k = 0, 1, 2, . . . ,n − 1

则在 (a, b) 上，恒有 ϕ(x) > ψ(x)

例：证明下列不等式

1 ln(1 + x) > arctan x
1 + x , (x > 0)

2 ex > 1 + x + x2
2!

+
x3
3!

+ . . .+
xn

n! , (x > 0,n ∈ N)
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回顾：与极值 (最值) 相关的定理

连续函数在有界闭区间上的最值定理 最值的存在性
设 f(x) ∈ C[a, b]，则
• f(x) 在 [a, b] 上可取到最大和最小值。
• 存在 m,M，以及点 xm, xM ∈ [a, b], 使对任意 x ∈ [a, b], m = f(xm) " f(x) "

f(xM) = M.

问题：如何求得以上的 m,M 和 xm, xM？

62`K�i 引理 极值存在的必要条件
若函数 f(x)在 x0 处可导，且在 x0 的某邻域内，有 f(x) ! f(x0) (或 f(x) " f(x0)),
则 f ′(x0) = 0.

.�`#Qmt 定理 单调区间的划分
设函数 f(x) 为 [a, b] 上的可导函数，则 f ′(x) 可以取到 f ′+(a) 与 f ′−(b) 之间的任
意值。
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函数极值的判定

定理 2.4.4（极值第一充分条件） P97
设 f(x) 在 x0 连续，在 x0 的去心领域内可导，且 f ′(x) 在 x0 两侧导数值异号，
则 f(x) 在 x0 处取极值。

x O 

y 

x0 x O 

y 

x0 x O 

y 

x0 

���
�
��	��

���
�
�����

�

��

例：讨论以下函数的极值

1 f(x) = (x − 4) 3

√
(x + 1)2

2 f(x) =
(
1 + x + x2

2!
+ . . .+

xn

n!

)
e−x
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函数极值的判定 (续)

定理 2.4.5（极值第二充分条件） P97
设 f(x) 在 x0 二阶可导，且 f ′(x0) = 0，则

1 若 f ′′(x0) < 0，f(x) 在 x0 处取极大值
2 若 f ′′(x0) > 0，f(x) 在 x0 处取极小值

+ +

f ′′ > 0

local min.

− −

f ′′ < 0

local max.

Q Q

f ′′ = 0

test fails

例：讨论以下函数的极值
1 f(x) = (x2 − 1)3 + 1

2 f(x) = x3e−x
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例
求函数 f(x) =

∣∣ 2x3 − 9x2 + 12x
∣∣ 在闭区间

[
− 1

4 ,
5
2

]
上的最大值和最小值。

例
求数列 n

√n 中最大的一项。

例
设 f(x) ∈ C[a, b]，在 (a, b) 内 f ′′(x) > 0，试讨论

F(x) = f(x)− f(a)
x − a

在 (a, b) 内的单调性。
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小结

1 可导函数的单调性

• 充分条件与充要条件
• 用单调性证明不等式

2 可导函数的极值
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函数的凹凸性

约定：以下的凹凸均指“上凹”和“上凸”

定义（凸函数）
设函数 f(x) 在区间 I 上有定义，若对任意 x1, x2 ∈ I，以及任意 λ ∈ [0, 1]，有

f[λx1 + (1− λ)x2] ! λf(x1) + (1− λ)f(x2)

则称 f(x) 是区间 I 上的凸函数。若对于 λ ∈ (0, 1) 上式中的不等号严格成立，则
称其为严格凸函数。

注：任意两点间的割线都不会位于两点间曲线的上方

推论
f 为区间 I 上的凸函数的充要条件是对于 I 上任意三点 x1 < x2 < x3, 有下述不
等式成立

f(x2)− f(x1)
x2 − x1

! f(x3)− f(x1)
x3 − x1

! f(x3)− f(x2)
x3 − x2

.
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Jensen 不等式

定理
设 f 是定义在区间 I 中的函数。则 f 为凸函数当且仅当对任意的 xi ∈ I, λi ! 0,

n∑
i=1

λi = 1, 有

f
( n∑

i=1

λixi

)
!

n∑

i=1

λif(xi).

例
算术–几何平均值不等式

例

在 △ABC 中，证明 sin A + sin B + sin C " 3
√
3

2
.
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可导凸函数的充要条件

推论
可导函数 f 为凸函数当且仅当 f ′ 为单调递减函数。

定理 P100
设 f(x)在 (a, b)内可导，则 f(x)为 (a, b)内的凸函数，当且仅当：对任意 x1, x2 ∈
(a, b)，恒有

f(x2) " f(x1) + f ′(x1)(x2 − x1).

注：任意点处的切线总位于曲线上方
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(二阶可导) 凸函数的判定

引理
设 f(x) 在 [a, b] 上二阶可导，f(a) = f(b) = 0, 证明：对任意 x ∈ (a, b)，存在
ξ ∈ (a, b), 使得

f(x) = f ′′(ξ)
2

(x − a)(x − b).

定理 2.4.6（充分条件） P100
设 f(x) 在 (a, b) 二阶可导，则

1 若 f ′′(x) 恒不大于零，f(x) 为凸函数
2 若 f ′′(x) 恒不小于零，f(x) 为凹函数

推论
严格凸（凹）函数的驻点为极值点。
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拐点及其判定

拐点：两侧 f ′′(x) 反号的点

推论
设 f 在 x0 点三阶可导，f ′′ (x0) = 0, f ′′′ (x0) ̸= 0, 则点 (x0, f(x0)) 是曲线 y = f(x)
的拐点。

例
求下列曲线的凹凸区间及拐点。

1 f(x) = 3x4 − 4x3 + 1

2 f(x) = 1

1 + x2
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例
1 设 f(x) 在 [0,+∞) 上连续，在 (0,+∞) 内二阶可导，f(0) = 0, f ′′(x) > 0.
求证：对任意 a, b > 0, 有

f(a) + f(b) < f(a + b).

2 设 b > a > 0. 求证：

(1 + a) ln(1 + a) + (1 + b) ln(1 + b) < (1 + a + b) ln(1 + a + b).

例
设 f(x) 在 (−∞,+∞) 上存在二阶导数，f(0) < 0, f ′′(x) > 0, 求证：

1 在 (−∞,+∞) 上 f(x) 至多有两个零点，至少有一个零点；
2 若的确有两个零点 x1 与 x2, 则 x1x2 < 0.

南京大学数学系-肖源明 18/25



渐近线

定义 P103
1 水平渐近线： lim

x→±∞
f(x) = b

2 铅直渐近线： lim
x→a±

f(x) = ∞

3 斜渐近线：
• 斜率：k = lim

x→±∞

f(x)
x

• 截距：b = lim
x→±∞

[f(x)− kx]

例

求函数 f(x) = x3
x2 + 2x − 3

的渐近线。
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分析作图法

例

作出函数 y =
x2

x − 1
的图形。

1 分析函数一般性质：定义域、值域、奇偶性、周期性、与坐标轴的交点

2 画出渐近线：水平、铅直和斜渐近线

3 求一、二阶导函数：确定不可导点

4 列表分析：单调、凸凹区间，极值点和拐点

5 描点作图
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分析作图法

例

作出函数 y =
x2

x − 1
的图形。

−6 −4 −2 2 4 6

−10

10

20

y = x + 1

x = 1

x2/(x − 1)
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分析作图法

例
作出函数 y = x 2

3 (6− x) 1
3 的图形。

−4 −2 2 4 6 8

−6

−4

−2

2

4

6

y = −x + 2 x 2
3 (6− x) 1

3
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小结

1 可导函数的极值

2 函数的凹凸性

3 分析作图法

• 定义域、值域、奇偶性、单调性、周期性、…
• 一、二阶导数、不可导点
• 极值点、拐点、单调区间
• 渐近线
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第二章内容回顾

1 导数的概念与计算

• 四则运算、反函数、复合函数
• 隐函数与参数方程
• 高阶导数

2 微分的概念与应用

3 中值定理

• Rolle 定理、Lagrange 中值定理、Cauchy 中值定理
• L’Hospital 法则–极限的计算
• Taylor 公式

4 函数性质

• 单调性、凸凹性、渐近线
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期中复习 (至第二章第三节)

1 函数
• 函数的定义域、值域，基本表示形式
• 基本初等函数的性质及图形，初等函数的概念与性质
• 函数表示的多样性：隐函数，极坐标，参数方程等

2 极限
• 极限的保号性： lim

x→•
f(x) = � ⇔ ∃

◦
Lδ (•), f(x) = � + Q(1)

• 极限的计算方法：两个重要极限，三个收敛准则，极限运算法则，等价无穷小，
洛必达法则，泰勒公式

3 连续
• 根据定义判断间断点，初等函数的连续性
• 有界闭区间上连续函数的性质
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期中复习 (续)

4 导数和微分
• 定义与性质, 微分形式不变性的运用
• 复合函数微分法，隐函数微分法及参数微分法

5 导数的应用
• 以三个中值定理为依据, 通过函数增量研究函数性质
• 函数零点与导函数零点的关系，求极限，函数性质（增减），泰勒公式
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函数极限

00 型 ∞0 型 1∞ 型

∞−∞ 型 0 ·∞ 型

∞
∞ 型

0
0 型

确定型

(15) lim
x→∞

(
sin 1

x2 + cos 1

x2
)3x2

(18) lim
x→∞

(
x3 ln x + 1

x − 1
− 2x2

)
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求极限问题

关于洛必达法则，有如下说明：
• 如果能用等价无穷小代换，优先使用它；
• 如果某个乘除因子的极限不为零，可以先求出该因子极限。

例

1 lim
x→0

( sin x
x

) 1
x2

. (e− 1
6 )

2 lim
x→0

1

sin2 x
− 1

x2 cos2 x . (− 2
3 )

3 lim
x→0

sin 6x + xf(x)
x3 = 1, 求 lim

x→0

6 + f(x)
x2 . (37)

4 设 f(x) 在 x = 0 某邻域内一阶导数连续，且 f(0) ̸= 0, f ′(0) ̸= 0, 若 af(h) +
bf(2h)− f(0)在 h → 0时，是比 h高阶的无穷小，试确定 a, b. (a = 2, b =

−1)
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关于幂指函数

例

求极限 lim
x→∞

(x + 1

x − 1

)x
．

定理
若 x → ! 时，a(x) → 0，b(x) → ∞，则有

lim
x→!

(
1 + a(x)

)b(x)
= elimx→! a(x)b(x)

例

求幂指函数 f(x) =
(
1 +

1

x

)x
的导数．
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闭区间上连续函数

设 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续．

最值定理 f(x) 在该区间上有界，而且一定能取到最大值 M 和最小值 m．

零值定理 若 f(a) 和 f(b) 异号，则在开区间 (a, b) 内至少存在一点 ξ，使得
f(ξ) = 0.

介值定理 若 f(a) = A和 f(b) = B不相等，则对于 A与 B之间的任何数 C，
在开区间 (a, b) 内至少存在一点 ξ，使得 f(ξ) = C.
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隐函数求导

例
对下面的方程求导数 y′x：

x2 + y2 = xy + 1

对于隐函数求导，要注意
• (φ(x))′x = φ′(x)
• (φ(y))′x = φ′(y)y′x

例
求幂指函数 f(x) =

(
1 + 1

x
)x 的导数．
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复合函数，参数方程求导

定理
设 y = f(u), u = g(x)，则有

y ′
x = y ′

u · u ′
x

例
已知 f(u) 可导，求 f(ln x) 的导数和二阶导数．

定理

设参数方程
{

x = ϕ(t)
y = ψ(t) 确定了 x 和 y 的函数关系，则有

dy
dx =

ψ′(t)
ϕ′(t) (1)

d2y
dx2 =

ψ′′(t)ϕ′(t)− ψ′(t)ϕ′′(t)
ϕ′3(t) (2)
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罗尔中值定理

定理
如果函数 f(x) 满足下列条件：

1 在闭区间 [a, b] 上连续，
2 在开区间 (a, b) 内可导，
3 f(a) = f(b)，

则至少存在一点 ξ ∈ (a, b) 使得 f ′(ξ) = 0.

事实
该定理可用于证明存在性等式。
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拉格朗日中值定理

定理
如果函数 f(x) 满足下列条件：

1 在闭区间 [a, b] 上连续，
2 在开区间 (a, b) 内可导，

则至少存在一点 ξ ∈ (a, b) 使 f ′(ξ) = f(b)−f(a)
b−a .

事实
该定理可用于证明恒等式和不等式。
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证明不等式的方法

例

证明：当 x > 0 时，有 ln(1 + x) > x − x2
2

.

证明不等式有如下这些方法：
1 拉格朗日中值定理 利用 1 阶导数
2 泰勒公式 利用 n 阶导数
3 函数的单调性 利用 1 阶导数
4 曲线的凹凸性 利用 2 阶导数
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泰勒公式

• 泰勒公式和几个常用函数的麦克劳林展开
f(x) = f(a)+ f →(a)(x⇔ a)+ f ′′(a)

2! (x⇔ a)2 + · · ·+ f (n)(a)
n! (x⇔ a)n + f (n+1)(δ)

(n+1)! (x⇔
a)n+1, ξ介于 x 与 a 之间;

1 ex = 1 + x +
x2
2!

+
x3
3!

+ · · ·+ xn

n! + o(xn)

2
1

1⇔ x = 1 + x + x2 + x3 + · · ·+ xn + o(xn)

3 ln(1 + x) = x ⇔ 1
2

x2 + 1
3

x3 + · · ·+ (⇔1)n◦1 1
nxn + o(xn)

4 sin x = x ⇔ x3
3!

+
x5
5!

+ · · ·+ (⇔1)k◦1 1
(2k ⇔ 1)!

x2k◦1 + o(x2k)

5 cos x = 1⇔ x2
2!

+
x4
4!

+ · · ·+ (⇔1)k 1
(2k)!x

2k + o(x2k+1)

掌握函数在一点的泰勒公式，会用直接展开或间接展开的方法求函数的泰
勒公式。( 1

2 ln
∣∣∣ 1−x
1+x

∣∣∣)
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